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G.PHILIPPE

Réseau d'antennes

Introduction

Thème: 

On étudie les phénomènes d'interférences à l'infini entre plusieurs antennes verticales identiques 
régulièrement alignées .
On se propose d'étudier la directivité de l'onde résultante dans le plan horizontal uniquement. 

Les courants alimentant ces antennes d'émission sont de même amplitude mais sont déphasés de ψ  (psi) 
(déphasage entre deux antennes successives). 

On retrouve des problémes analogues 
- dans le cas des réseaux d'antennes, du radar, 
- dans les problèmes de diffraction de Fraunhofer par un réseau de fentes fines, 
- dans l'émission d'ondes ultrasonores par une barette d'émetteurs piézoélectriques dans un échographe.

Les notations sont les notations classiques du cours. 

Programme
> restart;

On travaille en exp(-j* ω *t) .
Les déphasages retard apparaissent donc en exp(+j Φ ) avec Φ  positif . 

Expression de l'onde résultante en fonction de Phi 

On travaille dans le plan xOz.

Chaque source est supposée émettre de manière isotrope dans le plan xOz.
Les sources sont cohérentes entre elles. 
Il y a N sources Si avec i variant de 1 à N, rectilignes selon y, alignées selon l'axe x, distantes de a. 

Les sources émettent des ondes de même amplitude. 
A grande distance en M (  Si M >> (N-1) a  ) l'amplitude est notée s0
(pour des ondes sphériques, l'amplitude est en 1/SM, ici vu les approximations elle est considérée constante).
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Φ  (Phi) désigne le retard global de l'onde (2) en M à l'infini  par rapport à l'onde (1) en M à l'infini.
Pour l'instant, on ne cherche pas à préciser l'expression de Φ  .

On désigne l'amplitude complexe de l'onde (1) en M à l'infini par s0.
L'amplitude complexe de l'onde (2) en M s'écrit en fonction de s0 et de Phi.
 
> s_1:=s0;
s_2:=s0*exp(I*Phi);

 := s_1 s0

 := s_2 s0 e
( )I Φ

L'amplitude complexe s_i de l'onde (i) en M en fonction de s0, de Phi, de i est donc:

> s_i:=s0*exp(I*(i-1)*Phi);
 := s_i s0 e

( )I ( ) −  i 1 Φ

s_total désigne l'amplitude complexe de l'onde résultante en M ( il y a N sources). On utilise sum  .

> s_total:=simplify(sum(s_i,i=1..N));

 := s_total s0 ( ) −  e
( )I Φ N

1

 −  e
( )I Φ

1

Pour les simplifications, on choisit d'indiquer à  Maple deux identités.
A et B désignent les identités fournies pour que Maple fasse les simplifications habituelles.
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> A:=(exp(I*Phi*N)-1)=exp(I*Phi*N/2)*2*I*sin(Phi*N/2);
 := A  =   −  e

( )I Φ N
1 2 I e

( )/1 2 I Φ N 





sin 1

2 Φ N

> B:=(exp(I*Phi)-1)=exp(I*Phi/2)*2*I*sin(Phi/2);
 := B  =   −  e

( )I Φ
1 2 I e

( )/1 2 I Φ 





sin 1

2 Φ

On fait un subs. 
On note finalement s le résultat.

> s:=simplify(subs(A,B,s_total));

 := s
s0 






sin

1
2 Φ N e

( )/1 2 I Φ ( )−  +  1 N







sin 1

2 Φ

Il faut que la première partie de l'égalité A (ou B) contienne bien le facteur au numérateur (ou celui au 
dénominateur) tel qu'il apparait donné par Maple dans le résultat s_total.

L'origine des phases n'a pas été prise pour le rayon milieu de sorte que la phase de l'onde résultante est non 
nulle. 
Par exemple, si il y a 5 fentes, on doit trouver pour la phase de la somme celle de l'onde (3) 
ce qui n'est pas nul puisque c'est l'onde (1) qui sert de référence.

On vérifie:

> subs(N=5,s);
s0 






sin 5

2 Φ e
( )2 I Φ







sin 1

2 Φ

Finalement 
on écrit l'intensité ( éclairement noté Ec ici)
puis on trouve la valeur de Ecmax (pour Phi=0)
puis on obtient l'éclairement réduit E (plafonné à 1) noté E en faisant le rapport.

> Ec:=evalc(abs(s)^2);

 := Ec
s02 






sin 1

2 Φ N
2







sin 1

2 Φ
2
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> Ecmax:=limit (Ec,Phi=0);
 := Ecmax N2 s02

> E:=Ec/Ecmax;

 := E







sin 1

2 Φ N
2







sin 1

2 Φ
2

N2

Observation sur écran ( fonction interférences du réseau en optique)
préliminaires
> restart;

On recopie E.

> E := sin(1/2*Phi*N)^2/sin(1/2*Phi)^2/N^2;

 := E







sin 1

2 Φ N
2







sin 1

2 Φ
2

N2

Deux sources consécutives sont distantes de a selon x.
De plus, la source S(i+1) est supposée en retard au niveau de l'émission 
de ψ  (psi) sur la source S(i).
On écrit Φ  en fonction de ψ , a, λ  et θ
(pas d'approximation pour l'instant).

> Phi:=psi-2*Pi/lambda*a*sin(theta);
 := Φ  −  ψ

2 π a ( )sin θ
λ

On observe dans le plan focal d'une lentille de focale f ( f désigne ici une grandeur positive).
L'angle θ  est donc tel que θ  << 1.
Le déphasage en fonction de X (coordonnée écran) est :

> sin(theta):=X/f; Phi;
 := ( )sin θ
X
f

 −  ψ
2 π a X

λ f

On s'intéresse ici à un réseau éclairé en incidence normale, donc :

> psi:=0;
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 := ψ 0

On visualise l'éclairement selon X (on suppose l'éclairement invariant quel que soit Y) pour différentes 
valeurs de N. 
On fixe toutes les constantes à 1 (sauf N)
(l'interfrange vaudra alors 1).

> a:=1; f:=1; lambda:=1;
 := a 1

 := f 1

 := λ 1

deux sources

On visualise l'écran  pour 2 sources (en rouge les max et en bleu les min).

> plot3d(subs(N=2,E),X=-2.1..2.1,Y=-2.1..2.1,grid=[400,2],shading=Z,style=PATCHNOGRID,orientation=[-
90,0]);

On peut faire tourner la figure avec la souris ou changer les orientations, vers [-90,90] pour visualiser la 
courbe donnant l'éclairement en fonction de X.

> plot3d(subs(N=2,E),X=-2.1..2.1,Y=-
2.1..2.1,grid=[400,2],shading=Z,style=PATCHNOGRID,axes=BOXED,orientation=[-90.5,90.5]);
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En revenant à [-90,0] et en choisissant dans le menu contextuel  color Zgrayscale, on voit le phénomène sans 
fausses couleurs.

> plot3d(subs(N=2,E),X=-2.1..2.1,Y=-
2.1..2.1,grid=[400,2],shading=ZGRAYSCALE,style=PATCHNOGRID,axes=BOXED,orientation=[-90,0]);

trois, quatre, cinq sources

Idem avec 3,4,5 sources.
Repérer que la finesse augmente 
et visualiser les maximums intermédiaires (on les voit mieux peut-être en shading=ZGRAYSCALE). 
Observer aussi la courbe donnant l'intensité en fonction de X.

> plot3d(subs(N=3,E),X=-2.1..2.1,Y=-
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2.1..2.1,grid=[400,2],shading=Z,style=PATCHNOGRID,axes=BOXED,orientation=[-90,0]);
> plot3d(subs(N=3,E),X=-2.1..2.1,Y=-
2.1..2.1,grid=[400,2],shading=Z,style=PATCHNOGRID,axes=BOXED,orientation=[-90.5,90.5]);

> plot3d(subs(N=4,E),X=-2.1..2.1,Y=-
2.1..2.1,grid=[400,2],shading=Z,style=PATCHNOGRID,axes=BOXED,orientation=[-90,0]);
> plot3d(subs(N=4,E),X=-2.1..2.1,Y=-
2.1..2.1,grid=[400,2],shading=Z,style=PATCHNOGRID,axes=BOXED,orientation=[-90.5,90.5]);
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> plot3d(subs(N=5,E),X=-2.1..2.1,Y=-
2.1..2.1,grid=[400,2],shading=Z,style=PATCHNOGRID,axes=BOXED,orientation=[-90,0]);
> plot3d(subs(N=5,E),X=-2.1..2.1,Y=-
2.1..2.1,grid=[400,2],shading=Z,style=PATCHNOGRID,axes=BOXED,orientation=[-90.5,90.5]);
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plus

Bien entendu...on ne fera pas la représentation pour un réseau de 10000 fentes...vu la pixellisation de cet 
écran
On "tente le 20 fentes".

Proposition: avant de lancer le tracé, 
on peut aller dans <Options> 
et sélectionner <Plot Display>
<Window>

> plot3d(subs(N=20,E),X=-2.1..2.1,Y=-
2.1..2.1,grid=[400,2],shading=Z,style=PATCHNOGRID,axes=BOXED,orientation=[-90,0]);
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> plot3d(subs(N=20,E),X=-2.1..2.1,Y=-
2.1..2.1,grid=[400,2],shading=Z,style=PATCHNOGRID,axes=BOXED,orientation=[-90.5,90.5]);

Diagramme de rayonnement ( étude de directivité )

On étudie ici des antennes qui émettent de façon isotrope selon theta

préliminaires
> restart;

Rappels:

> E := sin(1/2*Phi*N)^2/sin(1/2*Phi)^2/N^2;
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 := E







sin 1

2 Φ N
2







sin 1

2 Φ
2

N2

> Phi:=psi-2*Pi/lambda*a*sin(theta);
 := Φ  −  ψ

2 π a ( )sin θ
λ

Attention: l'angle θ  n'est pas, a priori, un petit angle

Petite application numérique: 
on suppose ici
-          ψ  =0
-           a = λ / 2
dans ce cas

 =  Φ − π ( )sin θ
Un maximum  principal d'interférence en  =  θ 0  .
Un autre maximum d'interférence en  =  θ  −  π ou π

 
Petite application numérique: (suite)
on suppose en plus
-         θ  = π /6
-        N = 4
dans ce cas

 =  Φ −
π
2

 =  E 0

On a un minimum en 
π
6

Dans toute la suite, on prendra a= λ /2 . 

> a:=lambda/2;
 := a 1

2 λ

On trace  E( θ ) pour 4 antennes (N=4,  psi = 0)
On doit retrouver deux maxima intermédiaires entre deux max principaux. 
(Penser au système de 4 fentes de Young)

En traçant en fonction de α =sin( θ ) et non pas en fonction de θ , le tracé serait plus "régulier".
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On convertit theta en degré pour faciliter la lecture. 
On note thetadegre au mieu de theta.

On doit retrouver la valeur prévue pour 30 degrés.

> A:=plot(subs(N=4,psi=0,theta=thetadegre/180*Pi,E),thetadegre=-180..180, color=red, thickness=2): A;

On trace  E( θ ) pour 6 antennes (N=6,  psi = 0)
( psi = 0 avec courbe A0 en rouge)
Idem même graphe mais les antennes ne sont plus en phase 
( psi = Pi/3 avec courbe A1 en vert )
( psi = 2 Pi/3 avec courbe A2 en bleu )
( psi = Pi avec courbe A3 en jaune)

> A0:=plot(subs(N=6,psi=0,theta=thetadegre/180*Pi,E),thetadegre=-180..180, color=red,thickness=2):A0;

> A1:=plot(subs(N=6,psi=Pi/3,theta=thetadegre/180*Pi,E),thetadegre=-180..180, color=green,thickness=2):A1;
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> A2:=plot(subs(N=6,psi=2*Pi/3,theta=thetadegre/180*Pi,E),thetadegre=-180..180, color=blue,thickness=2):A2;

> A3:=plot(subs(N=6,psi=Pi,theta=thetadegre/180*Pi,E),thetadegre=-180..180, color=yellow,thickness=2):A3;

> with(plots): display([A0,A1,A2,A3]);
Warning, the name changecoords has been redefined
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Le nombre de maxima principaux ne dépend pas de psi.
Par contre, les zones visées par le réseau d'antennes dépendent de psi.

diagramme de rayonnement ( psi nul)

Pour mieux visualiser cette directivité du réseau d'antennes, 
on trace le diagramme de rayonnement
c'est à dire E( θ ) 
mais en coordonnées polaires ( ρ =E, θ ).

Inutile ici d'introduire des degrès pour θ .

Diagramme de rayonnement pour 6 antennes avec psi = 0

> plot([subs(N=6,psi=0,E),theta,theta=-Pi..Pi],-1..1,coords=polar,scaling=constrained,thickness=2);

Pour vérifier que l'on retrouve bien tous les lobes prévus,
 on fait un zoom sur le centre en modifiant les bornes en x pour voir les lobes secondaires.

> plot([subs(N=6,psi=0,E),theta,theta=-Pi..Pi],-0.05..0.05,coords=polar,scaling=constrained,thickness=2);
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Idem pour 5, 4, 3,2  antennes. Conclure sur le lien entre directivité et nombre d'antennes.

> plot([subs(N=5,psi=0,E),theta,theta=-Pi..Pi],-1..1,coords=polar,scaling=constrained,thickness=2);

> plot([subs(N=4,psi=0,E),theta,theta=-Pi..Pi],-1..1,coords=polar,scaling=constrained,thickness=2);

> plot([subs(N=3,psi=0,E),theta,theta=-Pi..Pi],-1..1,coords=polar,scaling=constrained,thickness=2);
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> plot([subs(N=2,psi=0,E),theta,theta=-Pi..Pi],-1..1,coords=polar,scaling=constrained,thickness=2);

diagramme de rayonnement ( psi non nul )

Cas N=6 précédent , avec psi=Pi/2.

> plot([subs(N=6,psi=Pi/2,E),theta,theta=-Pi..Pi],-1..1,coords=polar,scaling=constrained,thickness=2);

Les zones visées par le réseau d'antennes sont désormais theta = 30 degrés et theta = 150 degrés

modulation de phase

En faisant varier psi dans le temps, on va donc balayer dans le plan avec notre radar (N=6).
On utilise la fonction animate . 

 
On choisit psi d'amplitude Pi/2 variant en cos(omega t) de période égale à 1 (t va de 0 à 99/100 avec 100 
images pour que tout ceci se raccorde bien si on boucle le film sur lui même). On aura interêt à regarder en 
grand écran et à vitesse modérée.

> animate([subs(psi=Pi/2*cos(2*Pi*t),N=6,E),theta,theta=-
Pi..Pi],t=0..99/100,coords=polar,scaling=constrained,thickness=2,frames=100,numpoints=200);
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>
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